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The analytic hierarchy process

ZUSAMMENFASSUNG

DER analytic hierarchy process (AHP) 1ST EINE METHODE ZUR ENTSCHEIDUNGSFIN-
DUNG, WENN UNTERSCHIEDLICHE ALTERNATIVEN NACH KRITERIEN ZU BEWER-
TEN SIND DEREN BEWERTUNG NUR QUALITATIV VORGENOMMEN WERDEN KANN.
DER AHP 1ST EINE ALTERNATIVE ZUR WEIT VERBREITETEN NUTZWERTANALYSE.
MIT DEM AHP IST ES JEDOCH AUCH BEIM VORLIEGEN AUSSCHLIESSLICH QUALI-
TATIVER BEURTEILUNG MOGLICH, FESTZUSTELLEN, OB EINZELNE BEWERTUNGEN
WIDERSPRUCHLICH SIND UND SOMIT DIE GUTE ZU MESSEN. DIE BEI EINER NUTZ-
WERTANALYSE NICHT ZU VERMEIDENDE BELIEBIGKEIT WIRD HIERDURCH AUSGE-
SCHLOSSEN.

DAS VORGEHEN WIRD BESCHRIEBEN UND EINE UMSETZUNGSMOGLICHKEIT MIT
Matlab® DARGESTELLT. AUF ALTERNATIVEN, Z. B. MIT Mathematica® ODER
DIE VERWENDUNG DES power algorithm WIRD NUR HINGEWIESEN.

3.1 Problemstellung und Beispiel

Es ist eine Entscheidung zu treffen, bei der zwischen IV 4 Alternativen ausgew#hlt werden kann und
o M Kiriterien K1, ..., Ky
* M Kriterien und fiir Kriterium K, Ny; = Unterkriterien

* M Kriterien, Nj; Unterkriterien und Unter-Unter-Kriterien

zu beachten sind. Die Diskussion hier ist fiir eine beliebige Anzahl von Stufen giiltig, jedoch wird
sich die Darstellung anhand eines Beispieles auf zwei Stufen beschrinken.

21



Hefte zur Logistik 3 The analytic hierarchy process

Ziel
Kriterium 1 Kriterium 2 o .. o .. Kriterium M
Alternative 1 Alternative 2 ) ) Alternative N

Abb. 3.1a: Der analytical hierarchy process ohne Unter- bzw. Subkriterien

Beispiel A.4 Auswahl eines Hochschulstandortes

Ein Schiiler plant ein Studium aufzunehmen und hat die Auswahl zwischen den
Hochschulstandorten, d. h. die Alternativen

Ay — Salzgitter As — Miinchen

Ao — Berlin Ay — Leer

Bei der Auswahl sollen folgende Kriterien, zu denen teilweise Unterkriterien festgelegt sind,
betrachtet werden.

- K Bekanntheit der Hochschule - Kj Schonheit

- K5 Zusatzangebote der Hochschule K fg) der Stadt
K Sport K der Uni
K EQ) Sprache K 33) der Kneipen

3.2 Ohne Unterkriterien

In diesem Abschnitt sollen zunéchst die Unterkriterien nicht beriicksichtigt werden. Das Problem
ist in Abbildung 3.1b dargestellt.

Schritt 1: Festlegung der Kriterien und Alternativen Bei seiner Auswahl méchte er mehrere
Kriterien beriicksichtigen. Dieses ist bereits in Beispiel A A.4 erfolgt, die Unterkriterien werden
hier nicht berticksichtigt.

Schritt 2: Paarweiser Vergleich In diesem Schritt wird die erste Besonderheit dieses Verfahrens
deutlich: Die Wichtigkeit wird durch einen paarweisen Vergleich festgelegt. Es wird gesagt, um wie
viel Kriterium K; wichtiger ist als K;, es wird nicht, wie beispielsweise bei der Nutzwertanalyse,
jedem einzelnen Kriterium ein Gewicht zugewiesen. Fiir diesen paarweisen Vergleich werden
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Studienort
Bekanntheit Schonheit Angebote
Salzgitter Berlin Mulnchen Leer

Abb. 3.1b: Der analytical hierarchy process fir die Wahl eines Studienortes ohne Beriicksichtigung
von Unterkriterien.

ganzzahlige Werte von von 1 bis 9 und deren Kehrwerte von 1 bis % zugelassen. Diese Werte w;_;

werden in eine Matrix, die Préaferenzmatrix W eingetragen. Die Werte haben folgende Bedeutung:

1 gleich 5 viel 9 extrem viel
3 etwas 7 sehr viel
wichtiger.
Es muss gelten
wii = lundw;; = wj ] (A3.1)

Ist das Kriterium K; sehr viel wichtiger als K, so erhilt dieser Paarvergleich den Wert w; ; = 7.
Dem Paarvergleich von K; mit &; muss dann der Wert w;; = w; jl = % zugewiesen werden.
Ein solche Matrix konnte fiir unser Beispiel die in den Gleichungen A3.2a und A3.2b zu sehenden
Eintrige enthalten.

Bekanntheit Schonheit  Angebote

Bekanntheit 1 7 3
Schonheit L 1 7 (A3.22)
Angebote 1/3 1/7 1
Bekanntheit Schonheit Angebote
Bekanntheit 1 3 3
Schonheit 3 1 7 (A3.2b)
Angebote 1/3 1/7 1

Als Matrix geschrieben, nehmen die Paarvergleiche folgende Form an:
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Kriterium 1 | | Kriterium 2 | o .. o ..

7\

Subkriterium 1 Subkriterium 2 t-- | Subkriterium M
Alternative 1 Alternative 2 ) ) Alternative N

Abb. 3.2a: Der analytical hierarchy process mit Unter- bzw. Subkriterien

1 7 3 1 L3
w,=|1 1 7 (A3.22°) wW,=|[3 1 7 (A3.2b")
1/3 1/7 1 1/3 1/7 1

Beide Matrizen erfiillen die Eigenschaften w; ; = 1 und w; ; = w]*zl

Bei genauerer Betrachtung zeigt W, eine entscheidende Schwiche: w1 » = 7 heifit, dass die
Kriterium K sehr viel wichtiger sein soll als Kriterium K> und wy 3 = 3, dass Kriterium K etwas
wichtiger ist als Kriterium K. Kriterium K ist somit das unwichtigste aller Kriterien,
insbesondere bedeutet dieses aber, dass das Kriterium K3 etwas wichtiger oder viel wichtiger als
Kriterium K ist. In der zweiten Zeile der Matrix ist aber wy 3 = 7, das Kriterium Ky ist sehr viel
wichtiger als Kriterium K3, ein Widerspruch zu der aus der ersten Zeile abgeleiteten Aussage:
Diese Matrix bzw. die dazu gehorenden Paarvergleiche sind inkonsistent. Hier kommt nun der erste
entscheidende Vorteil des AHP zum Tragen. Der AHP bietet die Moglichkeit, solche

Inkonsistenzen zu erkennen. Hierzu werden die Eigenwerte und der zu dem gréBen Eigenwert
Amaz gehorende Eigenvektor w,(fa)x der Priaferenzmatrix bestimmt. Eine schnelle und einfache
Methode stellt der in A 3.4.1 dargestellt power algorithm dar (?, S. 381), Berechnungen mit
Mathematica oder matlab sind auch ohne Kenntnisse der linearen Algebra moglich. Fiir
Moglichkeiten der Berechnung sei auf A 3.4.1 und die Beispiele in A 3.4 verwiesen.

Ein MaB fiir die Konsistenz ist der consistancy ratio C .R . bzw. ¢, der mittels

Amax - N

o (A3.4)

Cpr = mit C; =

Ci
ri(N)
berechnet wird. ¢;, oftmals auch als C. I . geschrieben, hei3t consistany index und r;, auchR . I .,
hei3t random index. Fiir die beiden Matrizen aus Gleichungen A3.2b und A3.2a gilt:

(@)

max

=3.93 und ¢ = (0.93,0.34,0.12) (A3.5a)
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Studienort

EE RN

| Bekanntheit Schonheit | | Angebote |
Stadt Uni || Kneipe Sport | [ Sprache |
Salzgitter Berlin Miinchen Leer

Abb. 3.2b: Der analytical hierarchy process fiir die Auswahl eines Studienortes mitUnter- bzw.
Subkriterien

4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 089 1.11 125 135 140 145 149 151 1.54

3
0.5

1

Tab. 3.1: Die ersten zwolf Werte des random index r; (2, S. 94)

A(0)

max

=3.007 und ¥®) = (0.34,0.93,0.12) (A3.5b)

Fiir die dazu gehorende Werte des consistancy ratio folgt:

() 3.93—-3 (a) 0.465
= =04 =0.894 A3.6
¢ -1 =0.465=c 052 0.89 ( a)
®  3.007-3 ) _ 0.0035
SO | =—— 0. A3.6b
¢ 31 0.0035 = ¢, 0.52 0.007 ( )
Satz 3.1 Die Matrix ist widerspruchsfrei, falls
¢ < 0.1 (A3.7)

Da cia) =0.894 > 0.1 und cib) = 0.007 < 0.1 stimmen die oben dargestellten Uberlegungen mit
der Forderung aus Gleichung A3.7 iiberein, die erste Matrix ist inkonsistent. Im Folgenden soll nur
noch die Matrix aus A3.2b betrachtet werden und wir setzen cﬁb) = ¢,. Der zu diesem Eigenwert

gehdrende Eigenvektor ) und auf 1 normierte Eigenvektor ¢ lautet

1 = (0.338,0.933,0.123) und ¢ = (0.242,0.669,0.088) (A3.8)
Aus diesen Eigenvektoren ¢ und ¢ kann nun abgelesen werden, wie wichtig uns die verschiedenen
Kriterien sind, so wie sie bei dem Paarvergleich eingeschitzt wurden. Wie an der zweiten Zeile der

Matrix zu erkennen, ist dieses Kriterium, die Schdnheit, das wichtigste gefolgt von der Bekanntheit
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der Hochschule. Das Verhiltnis ist 0.669/0.242 = 2.76. Dass dieses Verhiltnis nicht gleich

wo 1 = 3J ist, liegt daran, dass in diese Gewichtung auch noch die tibrigen Paarvergleiche einflieen.
Ebenso ist fiir das Verhiltnis von Schonheit zu Angebote mit 0.669/0.088 = 7.6 & 7 auch nur eine
ungefihre Ubereinstimmung zu beobachten.

Schritt 3: Wertung der Alternativen Nachdem die Wichtigkeit der einzelnen Kriterien
festgelegt ist, werden nun die verschiedenen Alternativen bezogen auf die Kriterien bewertet.
Dieses erfolgt wiederum durch einen paarweisen Vergleich. Es ergibt sich fiir jedes Kriterium
wieder eine Matrix, die auf Konsistenz tiberpriift werden muss. Der zu dem maximalen Eigenwert
/\%ax) fiir das Kriterium K; gehorende Eigenvektor ¢k, enthdlt die Rangordnung der betrachteten
Alternativen beziiglich dieses Kriteriums.

Bekanntheit max
>‘§Bekar3ntheit) = 4.187 (A39b)
o AL Yiekamtrein = (0.121,0.909,0.394,0.069) (A3.9¢)
9 5
4187 — 4
B9 139 (A3.92) = B8 669 (A3.9d)
M5 F 15 41
1o 0.062
Lis 5 5 1 o = oae =007 <01 (A3.9¢)
Schonheit
Aok = 4.076 (A3.10b)
S B M L Disehsnheiy = (0.177,0.395,0.077,0.898)  (A3.10c)
S[1 3 3 ¢ 4,067 — 4
Mig 5 1 4 0.022
L5 3 9 1 ¢ = oo = 0.025 < 0.1 (A3.10¢)
Angebote
Aoty = 4.228 (A3.11b)
S B M L Yiangeborey = (0.173,0.303,0.933,0.090) (A3.11c)
S[1 3 5 3 1228 — 4
M5 5 1 71 0.076
L|i L Lo ¢ = Tgg = 0:085 <01 (A3.11¢)

Schritt 4 : Aufstellen der Performance-Matrix Aus den Eigenvektoren der Bewertung der
Alternativen wird nun eine performance matrix P aufgestellt. Jede Spalte dieser Matrix ist ein
Eigenvektor, der sich bei der Bewertung beziiglich eines Kriteriums ergeben hat.

0.121 0.177 0.173

0.909 0.395 0.303
P= (w(Bekanntheit) (Schonheit) w(Angebote))t = 10394 0077 0933 (A3.12)

0.069 0.898 0.090
Durch Multiplikation dieser performance matrix P mit dem sich aus der Rangordnung der
Kriterien — dem ranking —, erhaltenen Eigenvektor aus Gleichung (A3.8) ergibt sich die

Gewichtung der einzelnen Alternativen

© Siegfried Jetzke — Juni 2010 26



3 The analytic hierarchy process

Hefte zur Logistik

0.121
0.909
0.394
0.069

0.177
0.395
0.077
0.898

0.173
0.303
0.933
0.090

UV=Pxy=

0.34

0.12

0.227 0.107
0.713 - 0.335

003 = | sl =¥ =50 | A313)
0.872 0.409

Der Standort Leer liegt mit 0.409 vor Berlin mit 0.335. Die Stddte Salzgitter und Miinchen sind
ungefihr gleichauf mit 0.107 bzw. 0.150 weit abgeschlagen.

3.3 Mit Unterkriterien

3.3.1 Praferenzen fur Unterkriterien

Nun sollen Schonheit der Stadt und die Angebote der Hochschule differenzierter betrachtet werden.
Hierzu werden die in Abbildung 3.2b gezeigten Unterkriterien festgelegt. Wie im Fall der
Entscheidung ohne Unterkriterien muss nun die relative Bedeutung dieser Unterkriterien
zueinander festgelegt werden. Dieses erfolgt wieder durch einen paarweisen Vergleich.

Stadt Uni Kneipe
Stadt | 1 3 %
Uni| 3 1 1 (A3.14a)
Kneipe ) 3 1
(Angebote) = 3-039 (A3.14b)

Piangebotey = (0.151,0.372,0.916) (A3.14c)

3.039 -3

0.020
=, 1 (A3.14
c 050 0.038 < 0.1 ( e)

Kneipen haben hier eindeutig den ersten Rang
inne, gefolgt von der Uni.

Sport  Sprache

Sport | 1 7 (A3.152)

Sprache | 1 1
/\((;[cl}?(')i(n)heit) =2 (A3.15b)
Y(sehonheiy = (0.990,0.141)  (A3.15¢)
(A3.15d)

Die Konsistenziiberpriifung mittels des consi-
stancy index kann hier nicht durchgefiihrt wer-
den.

Folgende wird jede Alternative beziiglich der Unterkriterien bewertet.

3.3.2 Unterkriterium Schonheit

Stadt
Mo = 4.117 (A3.16b)
S B M L P(stady = (0.087,0.185,0.412,0.880)  (A3.16¢)
S |11 1/3 1/5 1/7 4117 — 4
M|5 3 1 1/3 0.039
L 1 r=——— = 0.04 1 A3.16
) 3 c 089 0.04 <0 ( e)
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Uni ()
Amy | = 4.000 (A3.17b)
S M L Yy = (0.313,0.934,0.104,0.104)  (A3.17¢)
S 1 1/3 3 3 4000 — 4
B | 3 1 9 9 (A3.17a) G= T o1 0.000 (A3.17d)
M|1/3 1/9 1 1 0.000
L[1/3 1/9 1 1 e = W =0.000 < 0.1 (A3.17¢)
Kneipen
Rosipeny = 4.088 (A3.18b)
S B M L Yikneipen) = (0.153,0.915,0.366,0.073)  (A3.18c)
S 1 1/1 1/3 3 4088 — 4
M| 3 1/3 1 5 0.029
L|1/3 1/9 1/5 1 e = W =0.03<0.1 (A3.18e)
0.087 0.3128 0.1529 0.1506 0.269
0.185 0.9383 0.9151 ' 1.215
Wschonheit = Psehonneio X V=1 5 419 01043 03658 | < | 03710 | = | g.aze | (4319
0.888 0.1043 0.0731 0-9161 0.240
3.3.3 Unterkriterium Angebote
Sport
ASPor) — 4116 (A3.20b)
S B M L Uisporty = (0.874,0.146,0.132,0.445)  (A3.20c)
sy 1 5 5 3 4.116 — 4
M|1/5 1 1 1/5 0.039
L|1/3 3 5 1 e = W =0.04 <0.1 (A3.20e)
Sprachen
ASprache) — 4 033 (A3.21b)
S B M L Ysprache) = (0.296,0.888,0.339,0.087)  (A3.21c)
S 1 1/3 1 3 4033 — 4
M| 1 1/3 1 5 0.011

Aus den Eigenvektoren wird wieder eine performance matrix P bestimmt, die mit dem ranking der
Unterkriterien multipliziert wird.

0.874 0.296 0.823
0.146  0.889 0.990 0.019

Wangebote = Pangebon) X ¥ =1 135 () 340 (0.141) ~ | 0.082 (A3.22)
0.445 0.088 0.428
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Die auf diesem Wege erhaltenen Vektoren Wsensnheit Und W angebote €rsetzen die aus dem
Paarvergleich erhaltenen in Gleichung (A3.12).

0.121 0.269 0.823 0.338 0.393 0.146

0.909 1.215 0.019 ' 1.443 - 0.537
V=Px¢= 0.394 0.436 0.082 | 8?3; “loss0| ™ V= 0.205 (A3.23)

0.069 0.240 0.428 ' 0.299 0.111

Nun liegt der Standort Berlin mit 0.537 eindeutig vor Miinchen mit 0.205, dicht gefolgt von
Salzgitter mit 0.146 und Schlusslicht ist Leer mit 0.111.

3.4 Berechnung

3.4.1 power algorithmus

Berechnen des dominanten Eigenwert A4, einer Matrix.(?, p. 151)
Beschreibung fehlt

3.4.2 MATLAB

Das folgende Beispiel zeigt die Realisierung des oben genannten Beispiels mit Unterkriterien
mittels Matlab. Fiir den Ergebnisvektor der Bekanntheit werden die Werte nicht berechnet, sondern
in Zeile 7 direkt zugewiesen.

clear

PS = zeros(4,3)

PA = zeros(4,2)

RK = zeros(3,1);
(3,1)
(4,3)

o\

Praeferenzen Schoenheit
Praeferenzen Angebot
Ranking Kriterien
Ranking Schoenheit
Praeferenzmatrix

o° o

o°

5 RS = zeros
PP = zeros
ergB =[0.121;0.909;0.394;0.069];
PP(1:4,1) = ergB(1l:4);

o\

rankK = [ ...
10 1 1/3 3;
3 1 7;
1/3 1/7 11;
[V,D] = eig(rankK) ; % Ranking Kriterien

RK(1:3,1) = V(1:3,1)
15 A=1[11/3 1/5; 3 1 1/3; 5 3 1]; % Ranking Schoenheit
[V,D] = eig(A);

RS(1:3,1) = Vv(1:3,1) % Ranking Schoenheit
SchA = [
1 1/3 1/5 1/7;
20 3 1 1/3 1/5;
5 3 1 1/3;
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7 5 3 1]; % Schoenheit Stadt
[V,D] = eig(Schn);
PS(1:4,1)=v(1:4,1);

25
SchU = [ .
1 1/3 3 3;
3 1 9 9;
1/3 1/9 1 1;
30 1/3 1/9 1 1] ; % Schoenheit Uni
[V,D] = eig(SchU);
PS(1:4,2)=Vv(1:4,1);
SchkK = [ ...
35 1 1/7  1/3  3;
7 1 3 9;
3 1/3 1 5;
1/3 1/9 1/5 1]; % Schoenheit Kneipen

[V,D] = eig(SchkK) ;
40 PS(1:4,3)=V(1:4,1)

ergS = PS % RS % Ergebnis Schoenheit
PP(1:4,2) =ergS(l:4)
AngS = [ ...
45 1 5 5 3;
1/5 1 1 1/3;
1/5 1 1 1/5;
1/3 3 5 11; % Angebot Sport
[V,D] = eig(AngS) ;
50 PA(1:4,1)=V(1:4,1)
AngL = [
1 1/3 1 3;
3 1 3 9;
55 1 1/3 1 5;

1/3 1/9 1/5 1]1; % Angebot Sprache
[V,D] = eig(Angl) ;
PA(1:4,2)=V(1:4,1)
RA = [0.990; 0.141]

o°

Ranking Angebote

60 ergA = abs(PA % RA) % Ergebnis Angebote
PP(1:4,3) =ergA(l:4) ;
disp (PP)

Ergebnis = abs (PP x RK)

Die Variable Ergebnis ist der Vektor aus Gleichung (A3.23), der die endgiiltige Rangordnung
der Standorte angibt.
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3.4.3 Mathematica

Umsetzung fehlt
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